
演習問題解答 2015/01/09

1. (1) 例えば，次のようにパラメータ付けする :

C1C2

C3

C

A
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x
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O

C1(t) = (1− t, t)

C2(t) = (0, 1− t)

C3(t) = (t, 0)

(0 ≤ t ≤ 1), 向き t : 0 → 1

このとき，C1 上
dx =

dx

dt
dt = −dt

dy =
dy

dt
dt = dt

, C2 上
dx = 0

dy = −dt
, C3 上

dx = dt

dy = 0
.

∫
C1+C2+C3

(x+ y)dx+ xydy =

∫
C1

(x+ y)dx+ xydy+

∫
C2

(x+ y)dx+ xydy+

∫
C3

(x+ y)dx+ xydy

=

∫1
0

1 · (−dt) + t(1− t)dt+

∫1
0

t dt

= −

∫1
0

(t− 1)2 dt

= −
1

3
.

もしくは，Greenの定理を適用する．D =
{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x + 1

}
とすると，向きも含めて

C1 + C2 + C3 = ∂D. ∫
C1+C2+C3

(x+ y)dx+ xydy =

∫∫
D

(y− 1)dxdy

=

∫1
0

(∫−x+1

0

(y− 1)dy

)
dx = −

1

3
.

(2) C(t) = (cos t, sin t) (0 ≤ t ≤ 2π)，向き t : 0 → 2π, とパラメータ付けする．このとき，C上 dx =
dx

dt
dt =

− sin t dt, dy =
dy

dt
dt = cos t dt. したがって，∫

C

(x+ y)dx+ xydy =

∫2π
0

(cos t+ sin t) · (− sin t dt) + cos t sin t · cos t dt

=

∫2π
0

(
−
1

2
sin 2t−

1

2
+

1

2
cos 2t+ sin t cos2t

)
dt

= −π.

もしくは，Greenの定理を適用する．D =
{
(x, y) | x2 + y2 ≤ 1

}
として，極座標変換する．E =

{
(r, θ) | 0 ≤

r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π
}
とおいて，∫

C

(x+ y)dx+ xydy =

∫∫
D

(y− 1)dxdy

=

∫∫
E

(r sin θ− 1) · r drdθ

= −π.

2. 講義で紹介した公式

S =
1

2

∫
∂D

−ydx+ xdy =

∫
∂D

−ydx =

∫
∂D

xdy

を利用する．計算しやすい方の式を使えばよい．
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(1) 図のように，楕円の境界 ∂Dの向きを，∂D上を進むとき，進行方向の左にDの内部がみえるようにつける．

C(t) = (a cos t, b sin t) (0 ≤ t ≤ 2π), 向き t : 0 → 2π, とする．このとき，C上 dy =
dy

dt
dt = b cos t dt.

S =

∫
∂D

xdy =

∫2π
0

a cos t · b cos t dt = abπ.

(2) 図のように，fish curveの境界 ∂Dに向きをつける．曲線のパラメータ付けと境界の向きとの違いに注意して，

C1(t) = C(t) (0 ≤ t ≤ π
2
), 向き t : 0 → π

2

C2(t) = C(t) (π
2
≤ t ≤ 3π

2
), 向き t : 3π

2
→ π

2

C3(t) = C(t) (3π
2

≤ t ≤ 2π), 向き t : 3π
2

→ 2π

とおく．C上 dx = (− sin t−
√
2 sin t cos t)dtだから，ydx = −

(
cos t sin2t+

√
2
4

−
√
2
4

cos 2t
)
dt.

頭 (C1 +C3で囲まれる部分)と尻尾 (C2で囲まれる部分)の２つの領域に分けてGreenの定理 (上の公式)を
適用する :

S =

∫
C1+C3

−ydx+

∫
C2

−ydx =

(∫ π
2

0

+

∫2π
3π
2

+

∫ π
2

3π
2

)(
cos t sin2t+

√
2

4
−

√
2

4
cos 2t

)
dt =

4

3
+

3
√
2

4
π.

ここで，第３式は，一般に
(∫b

a

+

∫d
c

)
f(t)dt =

∫b
a

f(t)dt+

∫d
c

f(t)dtを意味する記法です．

3. (1)
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= − sin xとなり，講義中の定理から，任意の単純閉曲線 Cに対して，線積分

∫
C

P dx+Qdy = 0

になる．すなわち，Cで囲まれる領域 D上 P, Qは Greenの定理の仮定を満たし，∂D = C (ただし，∂Dと
Cの向きが一致してるとする．逆の向きでも以下の式で −Cとすればいい). Greenの定理から，∫

C

P dx+Qdy =

∫∫
D

(sin x− sin x)dxdy = 0.

(2) ここでは，始点を原点 (0, 0)，終点を点 (x, y)とする図のような折れ線を考える :

C1

C2

(x, 0)

(x, y)

x

y

O

C1(t) = (t, 0) (0 ≤ t ≤ x), 向き t : 0 → x

C2(t) = (x, t) (0 ≤ t ≤ y), 向き t : 0 → y

C1 上 dx = dt, dy = 0, C2 上 dx = 0, dy = dtとなるから，

φ(x, y) =

∫
C1+C2

P dx+Qdy =

∫x
0

t dt+

∫y
0

(−t2 + cos x)dt =
1

2
x2 −

1

3
y3 + y cos x.

(3) (2)で求めた φ(x, y)について確かめればよい．

Green の定理の仮定を満たし，
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
となる一般のベクトル場 (P(x, y), Q(x, y)) に対しても同様に

∂φ

∂x
=

P(x, y),
∂φ

∂y
= Q(x, y)を満たす関数 φ(x, y)を作ることができる．これは関数 (ベクトル場) P, Qがただひとつの

関数φに依って決まるという特殊な状況になっていて，閉曲線に沿った線積分
∫
C

P dx+Qdyの値は常に 0になっ

ている．物理では，このようなベクトル場 (P, Q)を保存場，−φをスカラーポテンシャルといい，物理的にも重要
な意味がある．
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歩いて面積を測る話 実生活で，領域の面積 S の概算を Green の定理で求めることができる．例えば，GPS tracker

(GPSを利用して現在地の緯度経度を記録する手のひらサイズの機器．最近のスマートフォンなども

そのような機能がある)を利用して，現在地の緯度経度が分かれば，測りたい領域が仮想的な xy平

面に置かれたことになる (十分狭い領域に対しては，地球は平面とみなそう)．

領域の境界上のいくつかの観測点 Pi (0 ≤ i ≤ N)で緯度経度 (xi, yi)を記録する．次に，隣り合

う点の緯度の差分 ∆xi = xi − xi−1 (ただし，P−1 = PN とする) を計算して，次の和を計算すれば

よい :

S ≒ −

N∑
i=0

yi ∆xi.

実際，Greenの定理から，S = −

∫
C

ydxとなるが，観測点をどんどん取っていけば図のように領域

が折れ線で十分近似されて，領域の面積 Sの近似値になることが想像できると思う (Riemann和の

アイディアと同じ)．

私物のGPS trackerに “Area calculation”という機能があって，どのように計算するのが気になっ

ていましたが，Greenの定理を思い出す機会を得て合点がいきました (実際はどう計算してるのかわ

かりませんが)

(上の計算で少し補足すると，分点 Pi = (xi, yi) を取って，弧 Pi−1Pi 上の点 (ξi, ζi) を取る．和

S̃ = −
∑N

i=0 ζi ∆xi.に対して，分割を細かくする極限を取ったものが −

∫
C

ydxとなる．上では簡単

のため，ζi = yi とした)

楕円と fish curve 蛇足だが，楕円と fish curveの関係について触れておく．

PP′

F
x

y

楕円
x2

2
+ y

2 = 0の焦点を F = (1, 0)，楕円上の点を P とする．点 P を通り線分 FP に直交する直線を描く (左図)．楕円上のいろ

んな点 Pを取って，そのような直線を描いていくと，fish curveが現れる (右図)．一般に，直線 (もっと一般に曲線)の集まりに対し，
それらすべてに接するような曲線を包絡線という．fish curveは上で考えた直線の集まりに対する包絡線である．
また，カーディオイドも包絡線として現れる．円筒の一点に光源を置く．光源から出た光が円周で反射するとき，その反射光 (直

線) の作る包絡線がカーディオイドになる．実際，コーヒーを入れたカップを上から覗いてみると，カーディオイドの形をした光の筋
が観察できる (2017/01/29追記：コーヒーカップに現れるのはネフロイドです。失礼しました)．強い太陽光の下か，もしくは暗い部
屋の中で上からペンライトなどを当てると観察しやすい．例えば，“coffee cardioid”と検索してみるといくつか画像が見つかる．

light
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